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Na\Sha f.%‘w\g
Beispielsweise mochten wir beweisen, dass folgender Satz gilt: \Wnlite o

n-(n+1)
2

142434+ .. +n=
Zunichst kommt die so genannte Induktionsverankerung: der Beweis, dass der
Satz fiir eine bestimmte kleine Zahl gilt. In diesem Fall wihlen wirn = 1.

Die Rechnung ist

1-(141)

1= 3

Wir schen leicht, dass diese Rechnung stimmt.

Als Nichstes kommt der so genannte Schluss von n auf » + 1. Dabei nehmen wir
an, dass wir den Satz fiir die Zahl n — | bereits bewiesen hitten und versuchen, ihn
ebenfalls fir die Zahl » zu beweisen.

Als Formel ausgedriickt nehmen wir als gegeben an (w» “2) T\
P : SAC AV
y ‘ ) (n—1})-n
l+—2+3+...+{n—l}:—2—— G /‘“(\r"-’\\

Zu beweisen ist

n-(n+ 1)
—_—

Il +24+34+ .. 4n=
Formen wir das etwas um, steht dort

n-{n+ 1)
2

14243+ . +(n—1)+n=

Den ersten Teil der linken Seite kennen wir bereits aus unserer Annahme. Wir
setzen hierfiir die Formel ein, die wir bereits als bewiesen angenommen hatten:

—-1)- N 1)
i ] n+":n qu+ b

Eine kleine Umformung der rechten Seite fiihit zu

(n—1)-n+2-n n-{ntl)

2 2

Nun kann man leicht sehen, dass die Gleichung gilt, wir haben bewiesen, dass der
Satz fiir n giit unter der Voraussetzung, dass er auch fir n—1 gilt

Problem

rdem lasgén sich reale SchatZe nicht in ga(/ahllge Kastc
Beispiel gla te Zengimeter-W rte) einteilen.
Dariiber hinaus Berucksichtigt es'nicht die begrenzte Anzahl der Gegenstande

n/ﬁum
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Algebraische Strukturen:

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

®

(2

(h)

(A, °) heiBit Gruppoid, falls o eine bindre Operation auf A ist.

zB.(N, e)mitacb=2a"

Ein Gruppoid (A, °) mit einer assoziativen Operation ° heit Halbgruppe.
z.B. (N\{0}, +)

Eine Halbgruppe (A, o) mit neutralem Element heifit Monoid.

z.B. (¥, o)

Eine Halbgruppe (G, ) heiBt Gruppe, falls ein neutrales Element und zu jedem Element
ein Inverses existiert. Ist o auBerdem kommutativ, spricht man von einer kommutativen
(abelschen) Gruppe.

z.B. (Sy, °)

Eine Algebra (R, +,-) mit zwei bindren Operationen + und - heiBit Ring, falls (R,+) eine
kommutative Gruppe, (R, -) eine Halbgruppe und - distributiv gegeniiber + ist. Ist - auch
kommutativ (bzw. existiert ein Einselement), dann heift R kommutativer Ring (bzw.
Ring mit Einselement).

z.B. (Zy, +,)
Ein Ring (R, +,-) heiBt Integritiitsring (Integrititsbereich), falls R kommutativer Ring

mit Einselement 1 (# 0) ist und keine Nullteiler besitzt, d.h., falls keine Elemente a, b
existieren mita#0,b#0unda-b=0.

zB.(Z,+,-)
Ein kommutativer Ring (K, +, - ) heifit Korper, falls (K\{0}, - ) Gruppe ist.
z.B. (C, +,-)

Ein Verband ist eine Algebra (V, A,v), sodass (V, A) und (V, v) kommutative
Halbgruppen sind und dariiber hinaus die beiden Verschmelzungsgesetze a A (av b) =a
und av(aAb) = a fiir alle a,b € V gelten. Ist A gegeniiber v und v gegeniiber A
distributiv, so spricht man von einem distributiven Verband.

z.B. (P(M), n,L)

Eine Boolesche Algebra ist eine Algebra (B, A,v,’,0,1), sodass (B, A,v) distributiver
Verband, 0 neutrales Element bzgl. v, 1 neutrales Element bzgl. A und’ eine einstellige
Operation (Komplementbildung) in B ist mit der EigenschaftaAna’=0undav a’ =1 fiir
allea e B.

z.B. (B = {0,1}, A,v,7,0,1)
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21.11.2019 Zyklische Gruppe — Wikipedia

WIKIPEDIA

ZyKklische Gruppe

In der Gruppentheorie ist eine zyklische Gruppe eine Gruppe, die von einem einzelnen Element a
erzeugt wird. Sie besteht nur aus Potenzen des Erzeugers a:

(a) :={a" | n € Z}.

Eine Gruppe G ist also zyklisch, wenn sie ein Element a enthalt, sodass jedes Element von G eine

Potenz von a ist. Gleichbedeutend damit ist, dass es ein Element a gibt, sodass G selbst die einzige

Untergruppe von G ist, die a enthilt. In diesem Fall wird a ein erzeugendes Element oder kurz ein
~ Erzeuger von G genannt.

Zyklische Gruppen sind die einfachsten Gruppen und konnen vollstandig klassifiziert werden: Fiir
jede natiirliche Zahl n (fiir diese Aussage betrachten wir 0 nicht als natiirliche Zahl) gibt es eine
zyklische Gruppe C, mit genau n Elementen, und es gibt die unendliche zyklische Gruppe, die
additive Gruppe der ganzen Zahlen Z. Jede andere zyklische Gruppe ist zu einer dieser Gruppen
isomorph.

Inhaltsverzeichnis

Veranschaulichung
Drehgruppen

Restklassengruppen

" Notationen

Eigenschaften
Untergruppen und Faktorgruppen
Endomorphismen und Automorphismen
Algebraische Eigenschaften

Anmerkungen
Siehe auch
Literatur

Veranschaulichung

Drehgruppen
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21.11.2019 Zyklische Gruppe — Wikipedia
Die endlichen zyklischen Gruppen konnen veranschaulicht werden als Drehgruppen regulédrer
Vielecke in der Ebene. Zum Beispiel besteht die Gruppe Cy aus den méglichen Drehungen der Ebene,
die ein vorgegebenes Quadrat in sich tiberfiihren.

1 2 4 1 3 4 2 3|

4 3 3 2 2 1 1 4

~Die obenstehende Abbildung zeigt ein Quadrat A und die Stellungen B, C und D, in die es durch
Drehen iiberfithrt werden kann. Darunter ist jeweils die dazu notige Drehung angegeben. Die
Elemente der zyklischen Gruppe sind hier die Bewegungen und nicht die Stellungen des Quadrats.
Das heiit, die Gruppe Cy besteht in dieser Darstellung aus der Menge {0°, 90°, 180°, 270°}. Die
Verkniipfung der Elemente ist die Hintereinanderausfiihrung der Drehungen; das entspricht einer
Addition der Winkel. Dabei stimmt die Drehung um 360° mit der Drehung um 0° iiberein, die Winkel
werden also genau genommen modulo 360° addiert.

Lasst man nicht nur Drehungen der Ebene zu, sondern auch Spiegelungen, dann erhilt man im Fall
von Vielecken die so genannten Diedergruppen.

Die Drehgruppe des Kreises, S*, ist nicht zyklisch.

}estklasseng ruppen

Eine andere Darstellung einer zyklischen Gruppe liefert die Addition modulo einer Zahl, die so
genannte Restklassenarithmetik. In der additiven Gruppe (Z/nZ,+) ist die Restklasse der 1 ein
Erzeuger, das heiBt, man kann jede andere Restklasse erhalten, indem man die 1 wiederholt mit sich
selbst addiert. Am Beispiel Z/47Z = {0, 1, 2,3} bedeutet dies, dass sich alle 4 Elemente als Summe
von 1 darstellen lassen, also 1 = 1, 2 = 1+1, 3 = 1+1+1, 0 = 1+1+1+1. Die Restklassengruppe Z/4Z
verhailt sich genauso wie die oben beschriebene Drehgruppe {0°, 90°, 180°, 270°}: 0 entspricht 0°, 1
entspricht 90° usw: Diese beiden Gruppen sind isomorph.

Notationen

Fiir die endlichen zyklischen Gruppen sind im Wesentlichen die drei Notationen verbreitet: C,,,
Z/nZ und Z,. Fir die nichtendliche zyklische Gruppe gibt es die Notationen C,, und Z. Als
Gruppenoperation wird in Z, Z/nZ und Z, auf die Addition Bezug genommen. In C, wird die
Gruppenoperation oft auch multiplikativ geschrieben.

https://de.wikipedia.org/wiki/Zyklische_Gruppe 2/5



21.11.2019 Zyklische Gruppe — Wikipedia

Die Bezeichnungen Z/nZ, Z,, und Z rithren daher, dass die additiven Gruppen der Restklassenringe
Z/nZ und von Z selbst die bekanntesten Vertreter zyklischer Gruppen sind. Alle diese Strukturen
sind sogar Ringe, die neben der hier einschldgigen Addition auch eine (hier nicht verwendete)
multiplikative Verkniipfung haben.[!]

Die Bezeichnung 7Z,, wird auBerdem fiir die n-adischen Zahlen verwendet.

Eigenschaften

Alle zyklischen Gruppen sind abelsche Gruppen.

Eine zyklische Gruppe kann mehrere Erzeuger haben. Die Erzeuger von Z sind +1 und -1, die
Erzeuger von Z/nZ sind die Restklassen, die teilerfremd zu n sind; ihre Anzahl ¢(n) wird von der
Eulerschen ¢-Funktion angegeben.

Ist allgemein d ein Teiler von 7, dann ist ¢(d) die Anzahl der Elemente von Z/nZ, die die Ordnung d
haben:

[{m € Z/nZ | ord(m) = d}| = ¢(d).

Das direkte Produkt zweier zyklischer Gruppen C,, und C,, ist genau dann zyklisch, wenn n und m
teilerfremd sind; in diesem Fall ist das Produkt isomorph zu C,,,,,.

Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ist direktes Produkt endlich vieler (endlicher und
unendlicher) zyklischer Gruppen.

Der Gruppenexponent einer endlichen zyklischen Gruppe ist gleich ihrer Ordnung. Jede endliche
zyklische Gruppe ist isomorph zur additiven Gruppe des Restklassenring Z/nZ, der Isomorphismus
ist dabei der diskrete Logarithmus: Ist a ein Erzeuger von C),, dann ist die Abbildung

at — t mod n

ein Isomorphismus.

Untergruppen und Faktorgruppen

Alle Untergruppen und Faktorgruppen von zyklischen Gruppen sind zyklisch. Insbesondere sind die
Untergruppen von Z von der Form mZ mit einer natiirlichen Zahl m € Nj. Fiir verschiedene m sind
diese Untergruppen verschieden, und fiir m # 0 sind sie isomorph zu Z.

Der Verband der Untergruppen von Z ist isomorph zum dualen Verband der natiirlichen Zahlen mit
der Teilbarkeit. Alle Faktorgruppen von Z sind endlich, mit Ausnahme der trivialen Faktorgruppe

Z/{0}.

https://de.wikipedia.org/wiki/Zyklische_Gruppe 3/5



21.11.2019 ZyKlische Gruppe — Wikipedia
Fiir jeden positiven Teiler d von n hat die Gruppe Z/nZ genau eine Untergruppe der Ordnung d,
namlich die von dem Element n/d erzeugte Untergruppe {kn/d |k =0,...,d — 1}. Andere als
diese Untergruppen gibt es nicht. Der Untergruppenverband ist deshalb isomorph zum Teilerverband
von n.

Eine zyklische Gruppe ist genau dann einfach, wenn ihre Ordnung eine Primzahl ist.

Endomorphismen und Automorphismen

Der Endomorphismenring (siehe Gruppenhomomorphismus) der Gruppe C,, ist Ring-isomorph zum
Restklassenring Z/nZ. Unter diesem Isomorphismus entspricht die Restklasse 7 von Z/nZ dem
Endomorphismus von C,,, der jedes Element auf seine r-te Potenz abbildet. Daraus folgt, dass die
Automorphismengruppe von C,, isomorph zur Gruppe (Z/nZ)*, der Einheitengruppe des Rings
Z/nZ, ist. Diese Gruppe besteht aus den Elementen, die teilerfremd zu n sind, und hat somit genau
#(n) Elemente.

Der Endomorphismenring der zyklischen Gruppe Z ist isomorph zum Ring Z, und die
Automorphismengruppe ist isomorph zur Einheitengruppe {+1, —1} von Z, und diese ist isomorph
zur zyklischen Gruppe Cs.

Algebraische Eigenschaften

Ist n eine natiirliche Zahl, dann ist (Z/nZ)* genau dann zyklisch, wenn 7 gleich 1,2, 4, p* oder 2p*
ist, fiir eine Primzahl p > 2 und eine natiirliche Zahl k. Die Erzeuger dieser zyklischen Gruppe heiflen
Primitivwurzeln modulo n.

Insbesondere ist fiir jede Primzahl p die Gruppe (Z/pZ)* zyklisch mitp — 1 Elementen. Allgemeiner
ist jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers zyklisch.

Die Galoisgruppe einer endlichen Korpererweiterung eines endlichen Korpers ist eine endliche
zyklische Gruppe. Umgekehrt gibt es fiir jeden endlichen Korper K und jede endliche zyklische
Gruppe G eine endliche Korpererweiterung L /K mit Galoisgruppe G.

Anmerkungen

1. Wegen der Nicht-Invertierbarkeit der Null ist diese multiplikative Verkniipfung niemals (auRer im
trivialen Fall des Nullrings) eine Gruppenverknipfung fir die Grundmenge — und kann dieser
auch keine zyklische Gruppenstruktur verleihen. (Etwas Anderes sind die primen
Restklassengruppen, die mindestens ein Element weniger haben.)

Siehe auch

= Dizyklische Gruppe
= Polyzyklische Gruppe
= Zyklische Permutation
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14.12.2019 Verband (Mathematik) — Wikipedia

WIKIPEDIA
Verband (Mathematik)

Ein Verband ist in der Mathematik eine Struktur, die sowohl als Ordnungsstruktur als auch als algebraische Struktur vollstindig beschrieben
werden kann. Als Ordnungsstruktur ist ein Verband dadurch gekennzeichnet, dass es zu je zwei Elementen a, b ein Supremum @/ b gibt, d. h. ein
eindeutig bestimmtes kleinstes Element, das groBer oder gleich a und bist, und umgekehrt ein Infimum a A b; ein groBtes Element, das kleiner oder
gleich @ und b ist. Als algebraische Struktur ist ein Verband dadurch gekennzeichnet, dass es zwei assoziative und kommutative Operationen gibt,
fiir die die Absorptionsgesetze kennzeichnend sind: Fiir beliebige Elemente gilt

uV(uAv)=u und uA(uVov)=u.

Fiir jede in der Verbandstheorie vorkommende algebraische Aussage gibt es eine direkte Ubersetzung in eine Ordnungsaussage und umgekehrt.
Diese Ubersetzung ist in den meisten Fillen auch anschaulich nachzuvollziehen. Die Moglichkeit, Ergebnisse doppelt zu interpretieren und dadurch
besser zu verstehen, macht die Untersuchung und die Verwendung von Aussagen aus der Verbandstheorie so interessant. Der Begriff Verband
wurde im hier beschriebenen Sinne von Fritz Klein-Barmen geprigt.[!]

Obwohl diese doppelte Charakterisierung auf den ersten Blick sehr speziell aussieht, treten Verbinde hiufig auf:

= die z. B. in der Mengenlehre, der Logik und als Schaltalgebren auftretenden Booleschen Algebren sind Verbande.
= totale Ordnungen, die z. B. in den verschiedenen Zahlbereichen wie N (natirliche Zahlen), Z (ganze Zahlen), Q (rationale Zahlen) oder R
(reelle Zahlen) auftreten, sind Verbénde.
= fiir jede beliebige natlirliche Zahl ist die Menge der Teiler (durch die Teilbarkeit geordnet) ein Verband.
= die Unterstrukturen einer beliebigen algebraischen oder sonstigen Struktur bilden einen Verband mit der Teilmengenrelation als Ordnung.
der Literatur sind auch die Symbole LI und MM anstelle von V und A verbreitet. Diese Notation wird hier aufgrund von technischen
Einschrinkungen allerdings nicht verwendet.

In einer friiher {iblichen Terminologie wurde ein Verband (nach Richard Dedekind) auch als Dualgruppe bezeichnet.

Inhaltsverzeichnis

Préazisierung
Verbande als algebraische Strukturen
Verbande als Ordnungsstrukturen
Hasse-Diagramme fiir einige Beispiele
Spezielle Elemente in Verbdnden
Neutrale Elemente
Komplementare Elemente
Spezielle Verbande
Modulare Verbande
Distributive Verbéande
Boolesche Algebren
Volisténdige Verbande
™, Langenendliche Verbande
Kompakte Elemente und algebraische Verbande

Dualitét in Verbanden

Unterstrukturen
Unterverbande
Teilverbande
Ideale und Filter

Homomorphismen
Weitere Beispiele fiir Verbiande
Total geordnete Mengen
Teilerverbande
Teilmengenverbande
Unterstrukturenverbande von algebraischen Strukturen, Untergruppenverbéande
Literatur
Weblinks

Einzelnachweise und Anmerkungen

Priazisierung

Verbande als algebraische Strukturen

Ein Verband (V, V, A) ist eine Menge V mit zwei inneren bindren Verkniipfungen v (Vereinigung, engl. join) und A (Durchschnitt, engl. meet), die
folgenden Bedingungen fiir alle u, v, w aus V' geniigen:

https://de.wikipedia.org/wiki/Verband_(Mathematik) 17



14.12.2019 Verband (Mathematik) — Wikipedia
Assoziativgesetze:
= uV(@Vw)=(uVv)Vuw,
" uA(vAw) = (uAv)Aw.
Kommutativgesetze:
= uVv=vVu,
n uAvV=vAu.
Absorptionsgesetze:
= uV(uAv)=u,
= uA(uVo)=u
Aus diesen Bedingungen folgt die Idempotenz beider Verkniipfungen:
s uVu=u,
s uANU=1u.

V ist also beziiglich jeder einzelnen Verkniipfung ein Halbverband, d. h. eine kommutative Halbgruppe, in der jedes Element idempotent ist. Die
Verkniipfungen treten bei den Absorptionsgesetzen in Wechselwirkung.

Verbande als Ordnungsstrukturen
Man kann nach einer Idee von Leibniz auf V' eine Halbordnung definieren durch:

n v<w = vAw=v.
it dem Absorptionsgesetz erkennt man die Giiltigkeit der Aquivalenzen

s vSw = vAw=v < vVw=w.
Beziiglich dieser Halbordnung hat jede zweielementige Teilmenge {v,w} ein Supremum (obere Grenze) s = vV w und ein Infimum (untere
Grenze) ¢ = v A w. Dabei ist ein Element s ein Supremum von {v, w}, wenn gilt:

= y<gund w < s (d. h. sist obere Schranke).

= Aus v < tund w < t folgt s < ¢ (d. h. s ist die kleinste obere Schranke).

Analoges gilt fiir das Infimum 4. Man kann per Induktion zeigen, dass jede nichtleere endliche Teilmenge ein Supremum und ein Infimum hat. Man
schreibt allgemein das Supremum einer Menge M als V M, und das Infimum von M als /\ M, falls diese existieren.

Umgekehrt kann man fiir eine halbgeordnete Menge, bei der jede zweielementige Teilmenge ein Infimum und ein Supremum hat, definieren:

» v Aw = inf{v,w} und vV w = sup{v,w}.
Die beiden Verkniipfungen erfiillen dann die Verbandsaxiome, wie man leicht nachrechnet.

Hasse-Diagramme fiir einige Beispiele
— Hauptartikel: Hasse-Diagramm
Eine endliche halbgeordnete Menge (M, <) kann man durch einen gerichteten Graphen darstellen, den man Hasse-Diagramm nennt.

“Wenn man den Graph so anordnet, dass alle Kanten von unten nach oben gerichtet sind, dann kann man die Ordnung leicht sehen:

a < bist dann gleichwertig mit: a ist durch einen (nach oben fiihrenden) Kantenzug mit b verbunden.

Hasse-Diagramme fiir einige Verbande
7

60 [
o
.12
m. 20‘ 23 U234 1240 4324 123 1342 12
e e & o e e
L) L ]
154 10g- § 4
< . . . L] L] L]
| . L} 1234 1429 1240 134 128 1204
e 3 2
5
°
1 saa
Verband der Teilmengen von {x,y,2} Verband der Teiler von 60 Partitionen der Menge Verband, der nicht distributiv, Die Menge der natiirlichen
{eine Boolesche Algsbra) {1,2,3,4}, durch gréber = aber orthokomplementierbar ist Zahlen: Total geordnete

geordnet Mengen sind Verbande
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Diagramme, die keine Verbinde darstellen

c d

a b

kein Verband, da cud nicht
existiert

kein Verband, da buc nicht existiert
(d und e sind zwar beide minimal
gréler, aber keins von beiden st
kleinstes der groReren Elements)

—~

Spezielle Elemente in Verbinden

Neutrale Elemente
Falls die Verkniipfung V ein neutrales Element 0 hat,

0OVa=a,

dann ist es eindeutig bestimmt und man nennt es das Nullelement des Verbandes. Bzgl. A ist 0 absorbierend und bzgl. der Ordnung das kleinste
Element:

0/\a=0und0=/\V.

Man nennt den Verband dann nach unten beschrdnkt.
Falls die Verkniipfung A ein neutrales Element 1 hat,
1ANa=a,
dann ist es eindeutig bestimmt und man nennt es das Einselement des Verbandes. Bzgl. V ist 1 absorbierend und bzgl. der Ordnung das groBte

Element:
.

1Va=1und1=\/v.

Man nennt den Verband dann nach oben beschrdnkt.

Ein Verband heifit beschrdnkt, wenn er nach unten und nach oben beschrinkt ist, also fiir beide Verkniipfungen ein neutrales Element hat.

Komplementére Elemente
— Hauptartikel: Komplement (Verbandstheorie)

Fiir ein gegebenes Element a eines beschriinkten Verbandes nennt man ein Element b mit der Eigenschaft

= aAb=0undaVvb=1

ein Komplement von a.
Ein beschréankter Verband, in dem jedes Element (mindestens) ein Komplement hat, heift komplementdrer Verband.
Im Allgemeinen kann es zu einem Element mehrere komplementire Elemente geben.

Es gilt aber: In einem distributiven beschrankten Verband ist das Komplement eines Elements @ im Falle seiner Existenz eindeutig bestimmt. Man
schreibt es oft als a® (vor allem bei Teilmengenverbinden), —a (vor allem bei Anwendungen in der Logik) oder a.

In jedem beschrinkten Verband gilt

s 70=1,-1=0.

In einem distributiven beschriankten Verband gilt: Falls a ein Komplement —a hat, dann hat auch —a ein Komplement, nimlich:
- ﬂ(—|a,) =a.

https://de.wikipedia.org/wiki/Verband_(Mathematik) 317



14.12.2019 Verband (Mathematik) — Wikipedia

Spezielle Verbéinde

Modulare Verbande
— Hauptartikel: Modularer Verband und Semimodularer Verband

Ein Verband V" hei6t modular, falls gilt: 1

s u<w=uV@WAw) = (uVv)Awfiralleuv,we V. ¢
Fiir einen Verband V sind wiederum jeweils dquivalent: d

= V ist modular. b

su>w=uA(wVw) =(uAv)Vufiraleu,v,weV.
= uV(vA(uVw)=(uVo)A (uVw)firaleu,v,w e V.
s uA(vV(uAw)=(uAv)V (uAw)firaleuw,v,w eV,
Ein nicht modularer Verband enthilt immer den Verband Nj als Unterverband.[2]

0

Nj, der minimale nicht-
modulare Verband

Distributive Verbande
— Hauptartikel: Distributiver Verband

Im Folgenden meinen wir mit dem Verband V stets den Verband (V, V, A).
Ein Verband V heiBt distributiv, wenn die Verkniipfungen in doppelter Hinsicht distributiv sind:

= uV(vAw) = (uVo)A (uVw)firale u,v,w € V und
™S uA(wVw)=(uAv)V (uAw) fir alle u,v,w € V.

va diese beiden Aussagen zueinander dquivalent sind, geniigt es, die Giiltigkeit eines dieser beiden Distributivgesetze
zu verlangen.

Mg, der minimale modulare,
Jeder distributive Verband ist modular, aber nicht umgekehrt. Ein modularer Verband, der nicht distributiv ist,  nicht-distributive Verband
enthilt immer den Verband M3, den Verband der Untergruppen der Kleinschen Vierergruppe als Unterverband.[3]

Dies ergibt den Test: hat ein Verband weder einen Unterverband der Form N5 noch einen der Form M3, dann ist er distributiv.
Distributive Verbinde sind auch anders zu charakterisieren, denn Birkhoff (1933) und Stone (1936) haben gezeigt:
Ein Verband ist genau dann distributiv, wenn er isomorph zu einem Mengenverband ist.[4]

Boolesche Algebren
— Hauptartikel: Boolesche Algebra und Heyting-Algebra

Ein distributiver komplementirer Verband heiBt Boolesche Algebra oder Boolescher Verband;

Eine weitere Verallgemeinerung, bei der statt Komplementen nur relative Pseudokomplemente gefordert werden, heiBt Heyting-Algebra.

Volistandige Verbande
Ein Verband V heiBt vollstindig, wenn jede (auch die leere ebenso wie gegebenenfalls unendliche) Teilmenge ein Supremum und ein Infimum hat.

s gentigt, fiir jede Teilmenge M die Existenz des Supremums zu verlangen, denn es ist

. /\M:V{zEV:(‘v’yeM:zgy}}.
Jeder vollstandige Verband V ist beschrankt mit

. 0=/\V=\/0 und 1=\/V=/\(b.

Jeder endliche, nichtleere Verband V ist vollstindig, also auch beschrankt.

Langenendliche Verbande

Wenn jede beziiglich der Ordnung totalgeordnete Teilmenge (Kette) endlich ist, nennt man den Verband lingenendlich.[5] Fiir viele Beweise
innerhalb der Verbandstheorie muss ein Verband nicht endlich sein, sondern es reicht, wenn er lingenendlich ist.

Kompakte Elemente und algebraische Verbande

Man nennt ein Element a eines vollstindigen Verbandes V' kompakt (nach der verwandten Eigenschaft kompakter Ridume in der Topologie), wenn
jede Teilmenge M von V mit

= a< v M
eine endliche Teilmenge E enthalt, fiir die gilt:

. aSVE

Ein Verband V heiBt algebraisch, wenn er vollstindig ist und wenn jedes Element von V' das Supremum von kompakten Elementen ist.
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Dualitét in Verbanden
— Hauptartikel: Dualitit (Verbandstheorie)

Vertauscht man in einem Verband V" die beiden Verkniipfungen A und V, erhilt man eine neue Struktur W. gl pE

Man nennt W die duale Struktur. b ‘o od
(o]

Ersetzt man in einer beliebigen Formel ¢ der Sprache der Verbandstheorie und setzt iiberall die beiden Zeichen Cq od op

A und V wechselseitig fiireinander ein und ersetzt auBerdem tiberall o durch 1 und umgekehrt, dann nennt man

die entstandene Formel § die duale Formel von . Oe=Q Oga'=0

Offensichtlich gelten in dem zu V' dualen Verband W die dualen zu den in V giiltigen Formeln. Da in der Dl beiden Verbande sind dual -
Definition eines Verbands zu jeder Formel auch die duale Formel vorkommt, folgt, dass W ebenfalls ein ?L"E’”a'”i?’ (aber offensichtich nicht
Verband ist, der als der zu V' duale Verband bezeichnet wird. il

Aus dieser Beobachtung folgt:

= Gilt eine Formel in allen Verbanden, dann gilt auch ihre duale Formel in allen Verbanden.

Das Modularititsgesetz ist selbstdual und die beiden Distributiv-Gesetze sind zueinander dual und die beiden Komplementirgesetze sind
zueinander dual. Daher gilt entsprechend:

= Gilt eine Formel in allen modularen oder in allen distributiven Verbanden oder in allen Booleschen Algebren, dann gilt auch die duale Formel in
den entsprechenden Verbanden.

Unterstrukturen

N\ 2
wterverbédnde
Ein Unterverband von V ist eine Teilmenge U, die mit den eingeschrdnkten Verkniipfungen von V ein Verband ist, d. h. es liegen

= gVbundaAbinU firalle a,baus U.

Teilverbande

Ein Teilverband von V ist eine Teilmenge U, die ein Verband ist, d. h. U ist eine halbgeordnete Menge mit Supremum und Infimum fiir endliche
Teilmengen.

Natiirlich ist jeder Unterverband ein Teilverband, aber nicht umgekehrt.

Hier ist eine der wenigen Stellen, wo man den Unterschied in der Betrachtungsweise merkt: Fiir Verbiande als Ordnungsstrukturen sind alle
Teilverbande Unterstrukturen, fiir Verbande als algebraische Strukturen sind nur die Unterverbinde Unterstrukturen.

Man geht weder bei Teilverbédnden noch bei Unterverbanden davon aus, dass die neutralen Elemente in der Unterstruktur erhalten bleiben. Sonst
muss man ausdriicklich von einem Verband mit 0 und 1 reden.

Ideale und Filter

— Hauptartikel: Ideal (Mathematik), Primideal und Maximales Ideal
— Hauptartikel: Filter (Mathematik) und Ultrafilter

“*n Ideal I ist ein Unterverband eines Verbandes V/, der zusitzlich folgende Bedingung erfiillt: sind a € I und z € V, dann ist a A z € I. (Die
—efinition entspricht also formal der Definition, die man in einem Ring erwartet).

Beziiglich der Halbordnung auf V' gilt aber a A ¢ < a. Daher kann man die Definition auch so interpretieren:
Ein Ideal ist ein Unterverband, der zusammen mit einem Element a auch alle Elemente von V enthalt, die kleiner als a sind.
Filter werden dual zu Idealen definiert:

Ein Filter ist ein Unterverband, der zusammen mit einem Element a auch alle Elemente von V enthalt, die gréRer als a sind.

Homomorphismen

Sind (V, V, A) und (W, V, A) zwei Verbdnde und f: V' — W eine Funktion, sodass fiir alle a, b aus V gilt
* f(aVvd) = f(a) v £(b),
= f(anb) = f(a) A f(b),

dann heiBt f Verbandshomomorphismus. Ist f zusitzlich bijektiv, dann heiBt f Verbandsisomorphismus und die Verbande V' und W sind
isomorph.

Falls (V,V,A) und (W, V, A) vollstindig sind und f: V' — W sogar

- 1(VT) =Vif@|aeT}
- £(AT) = \lf(@) laeT}

fir alle 7"C V erfiillt, nennt man f einen vollstindigen Verbandshomomorphismus. Jeder vollstindige Verbandshomomorphismus ist
offensichtlich auch ein Verbandshomomorphismus.
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Die Klasse aller Verbande bildet mit diesen Homomorphismen jeweils eine Kategorie.
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Ein Verbandshomomorphismus ist gleichzeitig ein Ordnungshomomorphismus, d. h. eine isotone Abbildung:
= aus a < bfolgt f(a) < f(b).
Jedoch ist nicht jede isotone Abbildung zwischen Verbinden ein Verbandshomomorphismus.

In beschrinkten Verbanden gilt: Die Menge der Elemente von V, die durch einen Verbandshomomorphismus
auf das Nullelement des Bildes abgebildet werden, bilden ein Ideal von V und dual, die Menge der Elemente,
die auf das Einselement abgebildet werden, bilden einen Filter.

Weitere Beispiele fiir Verbinde

Total geordnete Mengen
Jede total geordnete Menge M ist ein distributiver Verband mit den Verkniipfungen Maximum und Minimum.
Insbesondere gilt fiir alle a, b, ¢ aus M:

= max(a, min(b, ¢)) = min(max(a, b), max(a,c)),

= min(a, max(b, c)) = max(min(a, b), min(a, c)).

Nur im Fall einer ein- oder zweielementigen Menge M ist der Verband komplementir.

Beispiele fiir die iibrigen Eigenschaften:

n W
i)

d-— m

Die Funktion f ist monoton aber
kein Homomorphismus; zum
Beispiel ist die hier dargestelite
monotone Abbildung f zwischen
den Verbanden V und W kein
Homomorphismus, da f(bV ¢) = n,
aber f(b) V f(c) = m. AuBerdem
ist aus demselben Grund das Bild
F(V) = {4, k,l,n} zwar ein
Verband (mit k V I = n), aber kein
Unterverband von W.

= Das abgeschlossene reelle Intervall [0, 1] und die erweiterte reelle Gerade (R mit oo und —oo) sind jeweils vollstindige distributive Verbande

" (und damit beschrankt).

= Das offene reelle Intervall (0, 1), die Mengen IR, Q und Z sind jeweils unvollstandige unbeschrénkte distributive Verbande.

= Das rationale Intervall [0, 1] N @ ist ein unvolistandiger beschrankter distributiver Verband.
= Die Menge Nj ist ein unvolistandiger distributiver Verband mit Nullelement 0.

Teilerverbande

Betrachtet man fiir eine natiirliche Zahl n die Menge T aller Teiler von n, dann ist (7', ggT, kgV) ein vollstindiger distributiver Verband mit
Einselement n (neutralem Element fiir ggT) und Nullelement 1 (neutralem Element fiir kgV). Er heiBt Teilerverband von n. Die Absorptionsgesetze
und Distributivgesetze fiir ggT und kgV folgen dabei z. B. mit der Primfaktorzerlegung aus den Eigenschaften von max und min, man kann sie aber
auch durch Teilbarkeitsbetrachtungen herleiten. Der Verband ist genau dann komplementir (und damit boolesch), wenn n quadratfrei ist, d. h.

wenn n keine Quadratzahl # 1 als Teiler hat. Die Halbordnung auf 7" ist die Teiler-Relation:

= a < bgenau dann, wenn a|b (genau dann, wenn ggT(a, b) = a).

Beispiele fiir Teilerverbande

12
4 5
2
2 3
~ L 4
1 1
1

Tg ist eine Boolesche Algebra T3 ist nicht komplementar Tgg ist eine Boolesche
Algebra

T, ist Boolesche Algebra T, ist lineare
{(und lineare Ordnung)  Ordnung

Teilmengenverbdnde

https://de.wikipedia.org/wiki/Verband_(Mathematik)
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(No, kgV, ggT) ist
beschrankt und distributiv,
aber nicht komplementar.
Jeder Teilerverband ist als
Unterverband enthalten
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Fiir eine Menge M bildet die Potenzmenge P(M) mit den Verkniipfungen Vereinigung U und Durchschnitt N einen algebraischen booleschen
Verband mit Nullelement () (neutrales Element beziiglich U) und Einselement M (neutrales Element beziiglich N) sowie Komplement A° = M \ A
fiir alle A € P(M). Er heifit Potenzmengen- oder Teilmengenverband von M. Die Halbordnung auf (P(M), U, N) ist die Mengeninklusion:

« A < B, falls A C B (oder &quivalent dazu AN B = A)

(Trigermengen von) Unterverbinde(n) von (P(M),U,N) heiBen Mengenverbéinde (zwischen den Verbinden und ihren Trigermengen wird oft
nicht unterschieden). Diese Verbande sind immer distributiv, miissen jedoch weder vollstandig sein, noch neutrale Elemente oder Komplemente
haben. (Ein Beispiel dafiir ist der Verband der rechts-unendlichen reellen Intervalle [a,c0) mit a aus R, der isomorph zum Verband der reellen
Zahlen ist.)

Unterstrukturenverbdnde von algebraischen Strukturen, Untergruppenverbénde

Fiir eine Gruppe (G, ) bildet die Menge A aller Untergruppen von G einen algebraischen (im Allgemeinen nicht modularen und damit auch nicht
distributiven) Verband mit den Verkniipfungen Erzeugnis der Vereinigung und Durchschnitt. Er heiBt Untergruppenverband von G.

Beispielsweise ist der Untergruppenverband der kleinschen Vierergruppe, der gerade dem Verband M; entspricht, nicht-distributiv, aber modular.
Ebenso bilden

= die normalen Untergruppen einer Gruppe,
= die Untergruppen einer abelschen Gruppe,
= die Unterringe eines Ringes,

= die Unterkdrper eines Korpers,

= die Untermoduln eines Moduls,

= die Ideale eines Ringes

it analogen Verkniipfungen einen modularen algebraischen Verband. Die Untergruppen einer beliebigen Gruppe und die Unterverbinde eines
cliebigen Verbands ergeben zwar immer einen algebraischen Verband, dieser muss aber nicht modular sein.

Ganz allgemein bilden die Unterstrukturen einer algebraischen Struktur stets einen algebraischen Verband (wobei auch die leere Menge als
Unterstruktur betrachtet wird, falls der mengentheoretische Durchschnitt — also das Infimum beziiglich der Mengeninklusion — von der Menge
aller Unterstrukturen leer ist).

Insbesondere ist ein Verband genau dann algebraisch, wenn er isomorph ist zum Verband der Unterstrukturen einer algebraischen Struktur (daher
auch der Name algebraischer Verband).

Schriankt man die Menge der Untergruppen auf Obergruppen einer festen Untergruppe U ein, so bilden alle diese Zwischengruppen
{V:U <V < G} auch einen beschriinkten Verband. Analog dazu gibt es Verbéinde von Zwischenringen, Zwischenkérpern, Zwischenmoduln,
Zwischenidealen.

Besonderes Interesse hat man am Untergruppenverband der Galoisgruppe einer galoisschen Korpererweiterung L/ K, denn er ist isomorph zum
dualen Zwischenkérperverband von L/ K.
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Die Siebformel dient zur Berechnung der Méchtigkeit vonmehreren (nicht
disjunkten) Menge und ist wie folgt definiert: 7

Z (1)l n‘q
#

/
IC{1,...n},I7#0

Dadurch ergibt sich die Formel fiir 2 bz,w/.“ 3 endliche Teilmengen:
|AUB| = |4| #|B| - |AN B

|JAUBUC| = |A|+|B|+|C| -{ANB| - |ANC|—|BNC|+|AnBNC]|

Beispiel 3b 2 \

\

Bestimmen Sie mlt./Hllfe der Siebformel dle ‘Permutationen (“Anzahl
aller Anordnungen”) von den Buchstaben {a, b\c, d,e, f}, in denen weder

der Block “bef” noch “eb” vorkommt! \
\

N
Ay ={a,bfc,de,f}n1 =6  As=“bef',np=3 \A = “eb’ ng =2

]A1|—(|A2|+|A3|) = ! ([(n1—na-+1)+(n1~na) +{(m \§+1 x(mi—na)1])

frall ((ax3) +(5+4n) =720 (24+120) = 576

Beispiel 4a
Bestimmen Sie fiir das folgende lineare Gleichungssystem alle Werte von
a fiir:

1. keine Losung.
2. eine eindeutige Losung.

3. unendlich viele Losungen und zusétzlich die Dimension des Losungsraumes

T
und die allgemeine Losung & = ( 2 ) :
z3

1 +xo—23=1

2z1 + 3z2 + ax3 =3
T + axo + 33 = 2

Christoph Pickl, TU Wien Seite 3/4



Die Koeffizienten des LGS lésst sich sehr schén als Matrix darstellen mit
der weitergerechnet werden kann:

T i i 8
23 et 3
Lt <3 o4 2

Beispiel 4b

Bestimmen Sie fiir die Matrix A die inverse Matrix A~! und die Matrix

C = ABA™!
5 1 42
A‘(3 1) B‘(—ls —7>

Die inverse Matrix A~! = @%25*‘4#’ wobei A% die Komplementéirmatrix
von A ist (Transposition der vorzeichenbehaftete Minoren). Es kann natiirlich
auch der GauB-Jordan-Algorithmus verwendet werden.

Weiters gilt AxA~! = A~'x A = E (E ist die Einheitsmatrix von A) und
zeigt, dass A~! das inverse Element beziiglich der Matrizenmultiplikation
ist.

Eine Matrix A ist invertierbar (regulir) wenn gilt det(A) # 0:

det(A) = anaz —appag =5%x1—1%3 =2

Mithilfe der Determinante kann nun weitergerechnet werden:
o) A 1L (1 -1)_( 05 05
2 —[1] +l5] /] T 2 R e s A
Uberpriifung durch Matrizenmultiplikation mit Hilfe des Falk Schemas.

dstulie ALt 8.5, ~08) L 1T0X
Al _(31 N s 9Tl a1l

Um die Matrix C zu berechnen wird das Falk Schema nacheinander an-

gewendet.
2 TR (2 | 4 2 1
C=ABA —<3 1>*(_15 = *x A

el
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