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Algebraische Strukturen :

(a) (A, ") heiBt Gruppoid, falls o eine biniire Operation auf A ist.

z.B.(Nl,o)mitaob=#

(b) Ein Gruppoid (A, o) mit einer assoziativen Operation o heiBt Halbgruppe.

z.B. (N\{0}, +)

(c) Eine Halbgruppe (A, o) mit neutralem Element heiBt Monoid.

z.B. (I'*, ')
(d) Eine Halbgruppe (G, .) heiBt Gruppe, falls ein neutrales Element und zu jedem Element

ein Inverses existiert. Ist o auBerdem kommutativ, spricht man von einer kommutativen
(abelschen) Gruppe.

z.B. (Sr, o)

t^\
(e)

(0

G)

Eine Algebra (R, +,.) mit zwei biniiren Operationen + und . heiBt Ring, falls (R,+) eine

kommutative Gruppe, (R,.) eine Halbgruppe und . distributiv gegeniiber + ist. Ist . auch

kommutativ (bzw. existiert ein Einselement), dann hei8t R kommutativer Ring (bzw.

Ring mit Einselement).

z.B.(Zn,+,.)

Ein Ring (R, +, .) heiBt Integritiitsring (htegritatsbereich), falls R kommutativer Ring

mit Einselement 1 (+ 0) ist und keine Nullteiler besitzt, d.h., falls keine Elemente a, b

existieren mit a * 0, b + 0 und a.b = 0.

z.B. (2, +,.)

Ein kommutativer Ring (K, +,.) hei8t Ktirper, falls (I(\{0}, .) Gruppe ist.

z.B. (C, +, ')

-L,l

(h) Ein Verband ist eine Algebra (V, n,v), sodass (V, n) und (V, v) kommutative

Halbgruppen sind und dariiber hinaus die beiden Verschmelzungsgesetze a n (a v b) = a

und av(anb) = a flir alle a,b e V gelten. Ist zr gegeniiber v und v gegeniiber n
distributiv, so spricht man von einem distributiven Verband.

z.B. (P(M), n,u)

(i) Eine Boolesche Algebra ist eine Algebra (B, A,v,',0,1), sodass (B, ,r,v) distributiver

Verband, 0 neutrales Element bzgl. v, 1 neutrales Element bzgl. n und' eine einstellige

Operation(Komplementbildung)inBistmitderEigenschaftana'=0undava'=1fiir
alle a e B.

z.B. (ts - {0,1}, A,v,--,0,1)
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WischeGruppe
In der Gruppentheorie ist eine ryklische Gnrppe eine Gruppe, die von einem einzelnen Element a

erzeugt wird. Sie besteht nur aus Potenzen des Erzeugers a:

(") :- {o" ln e Z}.

Eine Grupp. G ist also zyHisch, wenn sie ein Element o enthdlt, sodass jedes Element von G eine

Potenz von o ist. Gleichbedeutend damit ist, dass es ein Element , gibt, sodass G selbst die einzige

Untergruppe von G ist, die a enthfllt. In diesem Fall wird o ein erzeugendes Element oder kurz ein

Erzeuger von G genannt.

ZyHische Gruppen sind die einfachsten Gruppen und ktinnen vollstlndig Hassifiziert werden: Fiir

jede nattirliche Zahl ra (fiir diese Aussage betrachten wir o nicht als nattirliche Zahl) gibt es eine

zyklische Gruppe Cn mil genau n Elementen, und es gibt dte unendliche zyklische Grappe, dre

additive Gruppe der ganzen Zahlen Z. Jede andere zyHische Gruppe ist zu einer dieser Gruppen

isomorph.

Inhaltsverz,eichnis
Veranschaulichung

Drehgruppen

Restklassengruppen

Notationen

Eigenschaften

Untergruppen und Faktorgruppen

Endomorphismen und Automorphismen

Algebraische E igenschaften

Anmerkungen

Siehe auch

Literatur

Veranschaulichung

Drehgruppen
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Die endlichen zyklischen Gruppen krinnen veranschaulicht werden als Drehgruppen regulerer

Vielecke in d"er Ebene. Zum Beispiel besteht die Gruppe C+ aus den mtiglichen Drehungen der Ebene,

die ein vorgegebenes Quadrat in sich iiberflihren.

1 r4 rta f+l
ra

L,t

It rt
trJ It 11 4

w f*
\5*$

h**$\
L#

-)ie obenstehende Abbildung zeigt ein Quadrat A und die Stellungen B, C und D, in die es durch

Drehen iiberfiihrt werden kann. Darunter ist jeweils die dazu ntitige Drehung angegeben. Die

Elemente der zyklischen Gruppe sind hier die Bewegungen und nicht die Stellungen des Quadrats.

Das heiBt, die Gruppe C+ besteht in dieser Darstellung aus der Menge {o", 9oo, 18oo, e7o"}. Die

Verkniipfung der Elemente ist die Hintereinanderausfiihrung der Drehungen; das entspricht einer

Addition der Winkel. Dabei stimmt die Drehung um 360" mit der Drehung um oo iiberein, die Winkel

werden also genau genommen modulo 36o" ad{iert.

Ldsst man nicht nur Drehungen der Ebene zu, sondern auch Spiegelungen, danR'erhiilt man im Fall

vonVielecken die so genannten Diedergmppen.

Die Drehgruppe des Kreises, 51, ist nicht zyklisch.

,R,estklassengruppen

Eine andere Darstellung einer zyHischen Gruppe liefert die Addition modulo einer Zahl, die so

genannte Restklassenarithmetik. In der additiven Gruppe (ZlnZ,*) ist die RestHasse der r ein

Erzeuger, das heiBt, man kann jede andere Restklasse erhalten, indem man die r wiederholt mit sich

selbst addiert. Am BeispielZl4Z: {0, 1,2,3} bedeutet dies, dass sich alle 4 Elemente als Summe

vonldarstellenlassen,alsor=1,2=1*1r-3=t+t+t,o=1*1*r+r.DieRestklassengruppeZIAV,

verhllt sich genauso wie die oben beschriebene Drehgruppe too, 9oo, 18oo, 27o"I; o entspricht oo, 1

entspricht 9oo usw: Diese beiden Gruppen sind isomorph.

Notationen
Fiir die endlichen zyklischen Gruppen sind im Wesentlichen die drei Notationen verbreitet: C,r,

ZlnZ und Zn. Fiir die nichtendliche zyklische Gruppe gibt es die Notationen C* :und Z. Ns

Gruppenoperation wird in Z,Zf nZ wdZn auf die Addition Bezug genommen.In Cn wird die

Gruppenoperation oft auch multiplikativ geschrieben.

https://de.wikipedia.org/wiki/Zyklische-Grupp e 2ts
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Die Bezeichnungen V,f nZ,Zn wdZ r'd.hren daher, dass die additiven Gruppen der RestHassenringe

ZlnZ und von Z selbst die bekanntesten Vertreter zyklischer Gruppen sind. AIle diese Strukturen

sind sogar Ringe, die neben der hier einschllgigen Addition auch eine (hier nicht verwendete)

multiplikative Verkniipfung haben. hl

Die Bezeichnung Z,n vnrd au8erdem fiir die n-adischen Zahlen verwendet.

Eigenschaften
Alle zyklischen Gruppen sind abelsche Gruppen.

Eine zyHische Gruppe kann mehrere Erzeuger haben. Die Erzeuger von Z sind +r und -r, die

Erzeuger von Zf nZ sind die RestHassen, die teilerfremd zt n sind; ihre Anzahl p(n) wird von der

Eulerschen q-Funktion angegeben.

Ist allgemein d ein Teiler von n, dann ist rp(d) die Anzahl der Elemente von Zf nZ, die die Ordnung d

-taben:

l{-. zlnzl ord(rn)-d}l :e@).

Das direkte Produkt zweier zyklischer Gruppen C,, und C- ist genau dann zyHisch, wenn nwd m
teilerfremd sind; in diesem Fall ist das Produkt isomorph zuC*n.

Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ist direktes Produkt endlich vieler (endlicher und

unendlicher) zyHischer Gruppen.

Der Gruppenexponent einer endlichen zyklischen Gruppe ist gleich ihrer Ordnung. Jede endliche

zyklische Gruppe ist isomorph zur additiven Gruppe des RestHassenring Zf nZ, der Isomorphismus

ist dabei der diskrete Logarithmus: Ist a ein Erzeuger von C,r, dann ist die Abbildung

et+tmodn

ein Isomorphismus.

Untergruppen und Faktorgruppen

Alle Untergruppen und Faktorgruppen von zyklischen Gruppen sind zyHisch. Insbesondere sind die

Untergruppen von Z von der Form mZ mit einer nattirlichenZahhn e No . Ftir verschiedene rn sind

diese Untergruppen verschieden, und fiir rrl + 0 sind sie isomorph ztL.

DerVerband der Untergruppen von Z ist isomorph zum dualen Verband der natiirliehen Zahlen mit

der Teilbarkeit. Alle Faktorgruppen von Z sind endlich, mit Ausnahme der trivialen Faktorgruppe

zl{0}.

https :1/de.wi ki ped ia. org/wi ki/Zykl i sche_G ru ppe 315
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Ftir jeden positiven Teiler d von n hat die Gruppe ZlnZ genau eine Untergruppe der OrdnurLg d,

n[mlich die von dem Element nf d erzeugte Untergruppe {knld I k :0, . . . ,d,- L}.Andere als

diese Untergruppen gibt es nicht. Der Untergruppenverband ist deshalb isomorph zum Teilerverband

von rr.

Eine zyHische Gruppe ist genau dann einfach, wenn ihre Ordnung eine Primzahl ist.

Endomorphismen und Automorphismen

Der Endomorphismenring (siehe Gruppenhomomorphismus) der Gruppe C,, ist Ring-isomorph zum

Restklassenring ZlnZ. Unter diesem Isomorphismus entspricht die RestHasse r von Zf nZ dem

Endomorphismus von Qn, der jedes Element auf seine r-te Potenz abbildet. Daraus folgt, dass die

Automorphismengruppe von C,, isomorph zur Gruppe (ZlnZ)., der Einheitengruppe des Rings

Zf nZ, ist. Diese Gruppe besteht aus den Elementen, die teilerfremd zu n sind, und hat somit genau

{(n) Elemente.

Der Endomorphismenring der zyHischen Gruppe Z ist isomorph zum Ring Z, und die

Automorphismengruppe ist isomorph zur Einheitengruppe {+f , -f1 von Z, und diese ist isomorph

zurryHischen Gruppe C2.

Algebraische Eigenschaften

Ist n eine natiirliche Zahl, dann ist (ZlnZ)* genau dann zyklisch, wenn n gleich L,2,Arpk oder 2pk

ist, fiir eine Primzahl p > 2 und eine nattirliche Zahl &. Die Erzeuger dieser zyklischen Gruppe heiBen

Primitivwurzeln modulo rz.

Insbesondere ist fiir jede Primzahl p die Gruppe (ZlpZ). zyHisch mitp - 1 Elementen. Allgemeiner

ist jede endliche Untergmppe der multiplikativen Gruppe eines Ktirpers zyHisch.

, \ie Galoisgruppe einer endlichen Kdrpererweiterung eines endlichen Ktirpers ist eine endliche

zyHische Gruppe. Umgekehrt gibt es fiir jeden endlichen Ktirper I( und jede endliche zyHische

Gruppe G eine endliche Kdrpererweiterung L/K mit Galoisgruppe G.

fuimerkungen
1. Wegen der Nicht-lnvertierbarkeit der Null ist diese multiplikative Verkntipfung niemals (auBer im

trivialen Fall des Nullrings) eine Gruppenverknlipfung ftir die Grundmenge : urd kann dieser
auch keine zyklische Gruppenstruktur verleihen. (Etwas Anderes sind die primen

Restklassengruppen, die mindestens ein Element weniger haben.)

Siehe auch
r Dizyklische Gruppe

r Polyzyklische Gruppe

r Zyklische Permutation
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Verband (Mathematik)

Ein Verband ist in der Mathematik eine Struktur, die sowohl als Ordnungsstruktur als auch als algebraische Struktur vollstiindig beschrieben

werden kann. AIs Ordnungsstruktur ist ein Verband dadurch gekennzeichnet, dass es zu je zwei Elementen a, b ein Supremum o V b gibt, d. h. ein

eindeutigbestimmtes kleinstes Element, das grii8er odergleich o und bist, und umgekehrt ein Infimum a A b, ein grti8tes Element, das Heiner oder
gleich o und D ist. Als algebraische Struktur ist ein Verband dadurch gekennzeichnet, dass es zwei assoziative und kommutative Operationen gibt,

fiir die die/bsorptioragesetze kennzeichnend sind: Fiir beliebige Elemente gilt

uV(uAu) :u und uA(uY a) :u.

Fiirjede in iler Verbandstheorie vorkommende algebraische Aussage gibt es eine direkte Ubersetzung in eine Ordnungsaassage und umgekehrt.

Diese Ubersetzung ist in den meisten Fdllen auch anschaulich nachzuvollziehen. Die Mtiglichkeit, Ergebnisse doppelt zu interpretieren und dadurch

besser zu verstehen, macht die Untersuchung und die Verwendung von Aussagen aus der Verbandstheorie so interessant. Der Begriff Verband

wurde im hier beschriebenen Sinne von Fritz Klein-Barmen geprdgt,[rJ

Obwohl diese doppelte Charakterisierung auf den ersten Blick sehr speziell aussieht, treten Verbiinde hlufig auf:

. die z. B. in der Mengenlehre, der Logik und als Schaltalgebren auftretenden Booleschen Algebren sind Verbdnde.

. totale Ordnungen, die z. B. in den verschiedenen Zahlbereichen wie N (natiirliche Zahlen), Z (ganze Zahlen), Q (rationale Zahlen) oder IR"

(reelle Zahlen) auftreten, sind Verbdnde

. f0r jede beliebige nattlrliche Zahl ist die Menge der Teiler (durch die Teilbarkeit geordnet) ein Verband.

-. die Unterstrukturen einer beliebigen algebraischen oder sonstigen Struldur bilden einen Verband mit der Teilmengenrelation als Ordnung.

der Uteratur sind auch die Slmbole U und l-l anstelle von V und A verbreitet. Diese Notation wird hier aufgrund von technischen
Einschrdnkungen allerdings nicht verwendet.

In einer friiher iiblichen Terminologie wurde ein Vertand (nach Richard Dedekind) auch als Dualgruppe bezeichnet.

Inhaltsverzeichnis
Prdzisierung

Verbiinde als algebraische Strukturen

Verbfinde als Ordnungsstrukturen

Hasse-Diagramme fur einige Beispiele

Spezielle Elemente in Verbf,nden

Neutrale Elemente

Kom plementaire E lemente

Spezielle Verbfinde
Modulare Verbilnde

Distributive Verbdnde

Boolesche Algebren

VollstSndige Verbdnde

Ldngenendliche Verbdnde

Kompakte Elemente und algebraische Verbdnde

Dualitfit in Verbdnden

Unterstrukturen
Unterverbdnde

Teilverbiinde

ldeale und Filter

Homomorphismen

l/Ueitere Beispiele fiir Verblnde
Total geordnete Mengen

Teilerverbiinde

Teilmengenverbdnde

Unterstrukturenverb6nde von algebraischen Strukturen, Untergruppenverbende

Literatur

Weblinks

Einzelnachwei$e und Anmerkungen

Priizisierung

Verbinde als algebraische Strukturen

Ein Verband (y, V, n ) ist eine Menge I/ mit zwei inneren biniren Verliniipfungen V (Vereinigung, engl.Tbrn) und n (Durchschnitt, engl. meet), die

folgenden Bedingungen fiir alle 7t, 'u, u) arts V geniigen:

*:
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Assoziativgesetze:

. uy (uVu): (uya)yut,

. uA(u Aur): (unu) trw.

Kommutativgesetze:

t uYo:aYu,
t uAo:aAu.

Absorptionsgesetze:

. uv(uAa):y,

. uA(uVu):s.
Aus diesen Bedingungen folgt die Idempotenz beiderVerkniipfungen:

t uVu:u,
. 'lt Au: u.

V ist also beziiglich jeder einzelnen Verkntipfung ein Halbverband, d. h. eine kommutative Halbgruppe, in der jedes Element idempotent ist. Die
Verkniipfungen treten bei den Absorptionsgesetzen in Wechselwirkung.

Verbinde als Ordnungsstrukturen

Man kaart nadr einer Idee von Inibniz auf I/ eine Halbordnung definieren durch:

t alu <+ oAw:a.
-{it dem Absorptionsgesetz erkennt man die Giiltigkeit der Aquivalenzen

t u1w <+ aAw:1, <+ aVw:w.
Beziiglich dieser Halbordnung hat jede zweielementige Teilmenge {o, u,r} ein Supremum (obere Grenze) s : u V u und ein Infimum (untere

Grenze) i : a A w, Dabei ist ein Element s ein Supremum von {o, ro}, wenn gilt:

. u ( s und u ( s (d. h. s istobere Schranke).

. Aus tr < t und ur < t folgt s < t (d. h. s istdie kleinsteobereSchranke).

Analoges gilt ftir das Infimum i. Man kann per Induktion zeigen, dass jede nichtleere endliche Teilmenge ein Supremum und ein Infimum hat. Man

schreibt allgemein das Supremum einer Menge M als\f M,und das Infimum von M ah n M, fals diese existieren.

Umgekehrt kann man fiir eine halbgeordnete Menge, bei der jede zweielementige Teilmenge ein Infimum und ein Supremum hat, definieren:

. a Aw: inf{o,ro} und ovu : sup{o,ur}.

Die beiden Verkniipfungen erfrillen dann die Verbandsaxiome, wie man leicht nachreehnet.

Hasse-Diagramme flir einige Beispiele
+ H auptartikel : H os se- Diag r amm

Eine endliche halbgeordnete Menge (M , <) kann man durch einen gerichteten Graphen darstellen, den man .Elosse-Diagrammtetnt.

ld(enn man den Graph so anordnet, dass alle IGnten von unten nach oben gerichtet sind, dann kann man die Ordnung leicht sehen:

o ( b ist dann gleichwertig mit o ist durch einen (nach oben ftihrenden) Kaatenzug mit b verbunden.

|i{ass* -Si*gran"ti}}s f;ie *ir*{6* V*n{s*rrc$*

1i;',-il :)l-l { ;{srr T*itrrr**rtrts}r} lJftn Jv V,i}1 .- !)r * rvr r*:j,tur 
' 

I q.': r i ,\. 
o

i +l*,r {}*r'l .,-^iq'" Al"* ntsor* i
lrJ{1 

Ii, "JtJiJlsjl}L{ lS #'ti-i::Ui d }

\ r.. _r, .- _,., ."r * - -r*"" ,i*," .",trfl **vt::i L]i:{t ir..l {.lqii Il:t

tla#&'*

Fartltl*n*n *er fu$*nge

{"},#,S,S}, #q,Er*h *r*h*r *

ffi#*r*i"l#t

V*i'b*nd. **r r:i*nt iJistri'br*tiv, *r* &,$*ng* S*r s:*irilii,:i:**

ai:*r **h*k**":pi*rr"l**ii*nfu*r ir*t H*hi*s:: 
"f**mtr 

S**rtJ*#ts
&$*irg*r: *ir:d Verbr**lls
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S i rx6 nmsn xvr w, q* {*,\,*$ mw kd*r$ii* rn$ * S g rw*w* $*w

L d

k*ir: V*il.rt:s':d, #m *u':j s"r$*ht

*:rlxti*rt

k*irr \.,'erh.*nqj, dx h";* *i*iri *xisli*rt

{* *m'S m sli':*$ xw#fl h*i** nrlnlr*;x$

*r*ffi*r, mh*rkeins v** b*i**n ist

k$*i*st*s **r gr*ffi*rs!] ffi$**"r*r:t*)

Spezielle Elemente in Verbflnden

Neutrale Elemente

Falls die Verkniipfung V ein neutrales Element 0 hat,

0Y a: at

dann ist es eindeutig bestimmt und man nennt es das Nullelemmf des Verbandes. Bzgl. A ist 0 absorbierend und bzgl. der Ordnung das Heinste
Element:

0Ao:0und0:fit2.

Man nennt den Verband dann nach unten beschriiakt.

Falls die Verkniipfung A ein neutrales Element t hat,

L Aa: at

dann ist es eindeutig bestimmt und min nennt es das Ettaelement des Verbandes. Bzgl. V ist 1 absorbierend und bzgl. der Ordnung das grtiBte

Element:

1va:1und1:Itz.

Man nennt den Verband dann nach oben besehriinkt,

Ein Verband h eihtbeschriinkt, wenn er nach unten und nach oben beschriinkt ist, also fiir beide Verkniipfungen ein neutrales Element hat.

Komplementire Elemente
+ Hauptartilcel : Komplement (Verbandstheoie)

Fiir ein gegebenes Element a eines beschrinktenVerbandes nennt man*eil EP*:* bmit der Eigenschaft

. oAb:0und aYb:L
einKomplemenf von o.

Ein beschrinkter Verband, in dem jeiles Element (mindestens) ein Komplement hat, heiBt komplementdrer Verband..

Im Allgemeinen kann es zr einem Element mehrere komplementdre Elemente geben.

Es gilt aber: In einem distributiven beschrdnkten Verband ist das Komplement eines Elements o im Falle seiner E"xistenz eindeutig bestimmt. Man

schreibt es oft als a" (vor allem bei Teilmengenverbdnden), -o (vor allem bei Anwendungen in der logik) oder d.

Injedem beschrdnkten Verband gilt

r -Q:1, -1 - 0.

In einem distributiven beschriinkten Verband gilt: Falls o ein Komplement -o hat, dann hat auch -o ein Komplement, ntmlich:

. -(-o,) : o,.
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Spezielle Verbiinde

Modulare Verbfinde
--+ Hquptartikel: Modularer Verbond und Semimadularer Verbsnd

Ein Verband I/ heiBt modular, falls gilt:

r u <-11r :::$ uV (,, A ur) : (uV u) A w fir alle u,a,u e V.

Ftir einen Verband Y sind wiederum jeweils [quivalent:

r I/ ist modular.

r ut ut + u A(uV u) : (r, A u) V tr,rfuralleu, u,w e Y.

r uV (rA (rVul)) : (rVu) A (rVu,')ftir alleu,utu e V.

r uA (rV (uArrl)) - (uAr) V (rArrr)ftiralle u,u,w e Y-

Ein nicht modularer Verband enthiilt immer den Verband IfE ds Unterverbarr6.[21

Distributive Verb6nde
+ Hauptartikel : Db*tbutiuer Verband

Im Folgenden meinen wir mit dem Verband I/ stets den Verband (y, V, n ).

Ein Verband I/ heiBt drstnbutru, wenn die Verkniipfungen in doppelter Hinsicht distributiv sind:

. uV (a A ur) : (u V o) A (uV w) fir alle u,o,w ¤ trr und
-\ u A (oVur) : (uA a) V (uA tr.r) ftiralle u,a,w ¤V.

rra diese beiden Aussagen zueinander [quivalent sind, geniigt es, die Giiltigkeit eines dieser beiden Distributivgesetze

zu verlangen.

Jeder distributive Verband ist modular, aber nicht umgekehrt. Ein modularer Verband, der nicht distributiv ist,

enthdlt immer den Verband Ms, den Verband der Untergmppen der Kleinschen Vierergruppe als Unterverband.[3]

I

C

&

b

0

AIr, der rxi*im*l* nicht-

m*di:l*r* V*rb***

0

M3, d*r r"rti::*r:rxi* r**rJuisr*,

* $ **t-* *stri **tiqg* -**ri:w r"l d

t

Dies ergibt den Test: hat ein Verband weder einen Untenerband der Form AI5 noch einen der Form M3, dann ist er distributiv

Distributive Verb[nde sind auch anders zu charakterisieren, denn Birk]roff(r9gg) und Stone (1936) haben gezeigt:

Ein Verband ist genau dann distributiv, wenn er isomorph zu einem Mengenverband ist.[41

Boolesche Algebrcn
+ Haqttartikel: Boolesdrc Algebra und Heyting-Algebra

EindistributiverkomplementirerVe6andheiSt Booles&eAlgebruoderBoolesclrcrVerband;

Eine weitere Verallgemeinerung, bei der statt I(omplementen nur relative Pseudokomplemente gefordert werden, hei0t Heyting-Algebra.

Vollstindige Verblnde

{" Verband Vherfirvollstiindig, wenn jede (auch dieleere ebenso wie gegebenenfalls unendlidre) Teilmenge ein Supremum und ein Infimum hat.

,rs gentigt, fiir jede Teilmenge M die Existenz des Supremums zu verlangen, denn es ist

. Irtr:Vt, eVt(Yye Mzr<y)].

Jeder vollstiindige Verband Y ist beschriinkt mit

. o:n Y:[0 uno r:ltz:7\0.
Jeder endliche, nichtleere Verband I/ ist vollstindig, also auch beschriinkt.

Lingenendliche Verbdnde

Wenn jede beziiglich der Ordnung totalgeordnete Teilmenge (Kette) endlich ist, nennt man den Verband liingenendlictttsl f iir viele Beweise

innerhalb derVerbandstheorie muss ein Verband nicht endlich sein, sondern es reicht, wen, er liingenendlich ist.

Kompakte Elemente und algebraische Verb{nde

Man nennt ein Element o eines vollstiindigen Verbandes Y kompakt (nach der verwandten Eigenschaft kompakter Rtiume in der Topologie), wenn

jede Teilmenge M von 7 mit

. o<Y tt
eine endliche Teilmenge .E enthelt, fiir die gilt:

. o<\l E_Y

Ein Verband V heiBt algebraisch, wenn er vollstiindig ist und wenn jedes Element von I/ das Supremum von kompakten Elementen ist.
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+ Hauptarttkel: Dualitiit (Verbandstheoie)

Vertauscht man in einem Verband I/ die beiden Verkniipfungen A und V, erhdlt man eine neue Struktur 17.

Man nennt W die duole Stnrktur.

Ersetzt man in eiuerbeliebigen Formel g iler Sprache derVerbandstheorie undsetztiiberall diebeiden Zeichen

A und v wechselseitig fiireinander ein und ersetzt auBerdem iiberall o durch r und umgekehrt, dann nennt man

die entstandene Formel Q die duale Fonnelvon g.

Offensichtlich gelten in dem zu I/ dualen Verband 17 die dualen zu den in I/ giiltigen Formeln. Da in der

Definition eines Verbands zu jeder Formel auch die duale Formel vorkommt, fol6, dass 17 ebenfalls ein

Verband ist, der als der zu V dualeYerband bezeichnet wird.

Aus dieser Beobaehtung fol6:

bc' d'

C

e=0 a'=0

*i* beid*s: V*rb#inde si** *u*i
xilsi**fr**r {mb*r off*n*!*htEi*h ni*ht

is*marph)"

B'= I.a=1"

d

. Gilt eine Formel in allen Verbdnden, dann gilt auch ihre duale Formel in allen Verbdnden.

Das Modularitiitsgesetz ist selbstdual und die beiden Distributiv-Gesetze sind zueinander dual und die beiden Komplement6rgesetze sind
zueinander dual. Daher gilt entspredrend:

. Gilt eine Formel in a//en modularen oder in allen distributiven Verbdnden oder in allen Bmleschen Algobren, dann gilt auch die duale Formel in
den entsprechenden VerbSnden.

Unterstrukturen

rterverb5nde

Ein Unterverband von 7 ist eine Teilmenge U , dte mit den eingeschrdnktenVerkniipfungen uon V ein Verband ist, d. h. es liegen

. o V 6und a A b in Ufiiralle a,6 aus U.

Tellverbinde

Ein Teilverband von 7 ist eine Teilmenge [/, die ein Verband ist, d- h. I/ ist eine halbgeordnete Menge mit Supremum und Infimum flir endliche
Teilmengen.

Natiirlich ist jeder Unterverband ein Teilverband, aber nicht umgekehrt.

Hier ist eine der wenigen Stellen, wo man den Unterschied in der Betrachtungsweise merkt: Fiir Verbiinde als Ordnungsstntkturen sind alle
Teilverbiinde Unterstrukturen, fiir Verbtnde als algebraixhe Strulduren sind nur die Unterverbdnde Unterstrukturen.

Man geht weder bei Teilverbiinden noctr bei Unterverbiinden davon aus, dass die neutralen Elemenfe in der Unterstnrktur erhalten bleiben. Sonst

muss man ausdriicHich von einerr Verband mit 0 und 1 retlen,

ldeale und Filter
+ Hauptartikel: Ideal (Mathemalik), Prtmideal und. Maximales ldeal
+ Hauptartikel: Filter (Mathematik) und Atrafilter

--\nldealfisteinUnterverbandeinesVerbandesV,derzusitzlichfolgendeBedingungerfiilltsinda¤fundc¤T,dannistonoe/.(Die

vefinition entspridrt also formal der Definition, die man in einem Ring erwartet).

Beziiglich der Halbordnung auf Y gilt aber a A a I a. Daher kann man die Definition auch so interpretieren:

Ein ldeal ist ein Unterverband, der zusammen mit einem Element o auch alle Elemente von I/ enthdlt, die kleiner als o sind.

Frlterwerden dual zu ldealen definiert:

Ein Filter ist ein Unterverband, der zusammen mit einem Element a auch alle Elemente von I/ enthdlt, die grdBer als a sind.

Homomorphismen
Sind (y, V, A) und (W, V, A) zwei Verbdnde und /: Y -+ 17 eine Funktion, sodass ftir alle o, b aus trz gilt

. f(av b): f(a) v f(6),

. /(aAb): f(o) 
^f(b),

dann heiBt f Verbandshomomorphimtus. Ist / zusetzlich bijektiv, dann heiBt f Verbandsisomorphisnnts und die Verbinde I/ und [7 sind

bomorph.

Falls (7, V, A) und (Iy, V, A) vollstiindig sind und f: V -+ W sogar

' ,(V") :V{r(") toer},
. I (n 

") 
: A{l(") laer}

fiir alle ? e V erftillt, nennt man / einen uollstdn digen Verbandshomomorphismus. Jeder vollstiindige Verbandshomomorphismus ist
offensichtlich auch ein Verbandshomomorphismus.
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Die Klasse aller Verbiinde bildet mit diesen Homomorphismen jeweils eine IGtegorie.

Ein Verbandshomomorphismus ist gleichzeitig ein Ordnungshomomorphismus, d. h. eine isotone Abbildung:

t ausa < Dfolst f(o) < l@).

Jedodr ist nicht jede isotone Abbildung zwischen Verblnilen ein Verbandshomomorphismus.

In besdrriinlten Verbinden gilt: Die Menge der Elemente yon I/, die durch einen Verbandshomomorphismus

auf das Nullelement des Bildes abgebildet werden, bilden ein Ideal von I/ und dual, die Menge der Elemente,

die auf das Einselement abgebildet werden, bilden einen Filter.

4

:

T ,
f

1

i.l

L1\{
Ji

Weitere Beispiele fiir Verbiinde

Total geordnete Mengen

Jede total geordnete Menge M ist ein distributiver Verband mit den Verloriipfungen Maximum und Minimum.
Insbesondere gilt fiir alle o, bn c aus M:

. max(a, min(6, c)) : min(max(a, b), max(o, c)),

. min(4, 6a1(b, c)) - -ar.(min(oq b), mi"(a, c)).

Nur im Fall einer ein- oder zweielementigen Menge M ist derYerband komplement{r,

Beispiele fiir ilie iibrigen Eigenschaften:

. Das abgeschlossene reelle Intervall [0, 1] und die erweiterte reelle Gerade (R. mit m und -co) sind jeweils vollstdndige distributive VerbAnde1 (und damit beschrdnkt).

. Das ofiene reelle lntervall (0, 1), die Mengen IR., Q und Z sind jeweils unvollstdndige unbeschrdnKe distributive Verbdnde.

r Das rationale lntervall [0, 1] n Q ist ein unvollst6ndiger beschrdnkter distributiver Verband.

r Die Menge No ist ein unvollstdndiger distributiver Verband mit Nullelement 0.

Teilerverbdnde

Betrachtet maa fiir eine natiirliche Zahl n die Menge 7 aller Teiler von n, dann ist (?, ggT, kgV) ein vollstindiger distributiver Verband mit
Eiaselement n (neutralem Element fiir ggT) und Nullelement 1 (neutralem Element fiir kgV). Er hei0t Teilerverband von n. Die Absorptionsgesetze

und Distributivgesetze flir ggT und kgV folgen dabei z. B. mit der Primfaktorzerlegung aus den Eigenschaften von max und min, man kann sie aber
auch durch Teilbarkeitsbetrachtungen herleiten. Der Verband ist genau dann komplementiir (und damit boolesch), wenn rL quadratfrei ist, d. h.
wenn n keine Quadratzahl I 1 als Teiler hat. Die Halbordnung auf ? ist die Teiler-Relation:

r o, < b genau dann, wenn olb (genau dann, wenn ggT(o, b) : a).

ffi mi s ps* $* frlr Y*$ $wrv*r't*;*rr,ri

*i* $il*Hirr.i* f ir*t *r*nri,-)i] #h#r
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Fiir eine Menge M bildet die Potenzmenge P(M) mit den Verkniipfungen Yereinigung U und Durchschnitt O einen algebraischen booleschen

Verband mit Nullelement 0 (neutrales Element beziiglich U) und Einselement M (neutrales Element beziiglich ft) sowie Komplement A" : M \ A
fiir alle A ¤ P(M). Er hei8t Potenzrnengen- oder Teilmenger:verband von M. Die Halbordnungatrf (P(M),U, fl) ist die MengeninHusion:

- A 1 B,falls / C B (oderdquivalent dazu An B : A)

(friigermengen von) Untewerbiinde(n) von (P(M),U, n) heiBen Mengenverbiinde (zr,vischen den Verbiinden und ihren TYigermengen wird oft

nicht unterschieden). Diese Verbinde sind immer distributiv, miissen jedoch weder vollstlindig sein, noch neutrale Elemente oder Komplemente

haben. (Ein Beispiel dafiir ist der Verband der rechts-unendlichen reellen Intervalle [a, m) mit a aus IR., der isomorph zum Verband der reellen

Zahlen ist.)

Unterstrukturcnverbende von algebraischen Strukturen, Untergruppenverbande

Fiir eine Gruppe (G, *) bildet die Menge,4 aller Untergruppen von G einen algebraischen (im Allgemeinen nicht modularen und damit auch nicht
disributiven) Verband mit alen Verkniipfungen Erzeugnis der Vereinigung :urrd, Durchschniff. Er heiBt Untergruppenverband yon G.

Beispielsweise ist der Untergruppenverband der Heinschen Vierergruppe, der gerade ilem Verband M3 entspricht, nicht-distributiv, aber modular.

Ebenso bilden

. die normalen Untergruppen einer Gruppe,

. die Untergruppen einer abelschen Gruppe,

. die Unterringe eines Ringes,

. die Unterkorper eines Kdrpers,

. die Untermoduln eines Moduls,

. die ldeale eines Ringes

--:t analogen Verkntpfungen einea modularen algebraischen Yerband. Die Untergruppen einer beliebigen Gruppe und die Unterverbiinde eines

,;liebigen Verbands ergeben zwar immer einen algebraischen Verband, dieser muss aber nicht modular sein.

Ganz allgemein bilden die Unterstrukturen einer algebraischen Stn:ktur stets einen algebraischen Verband (wobei auch die leere Menge als

Unterstruktur betrachtet wird, falls der mengentheoretische Durehschnitt - also das Infimum beziiglidr der Mengeninklusion - von der Menge

aller Unterstrukturen leer ist).

Insbesondere ist ein Verband genau dann algebraisch, wenn er isomorph ist zum Verba.nd der Unterstnrkturen einer algebraischen Struktur (daher

auch der Name algebraischer Verband).

Schriinkt man die Menge der Untergruppen auf Obergruppen einer festen Untergruppe [/ ein, so bilden alle diese Zwischengruppen

{Y:U <V <G} auch einen beschriinkten Verband. Analog dazu gibt es Verbiinde von Zwisc}renringen, Zwischenktirpern, Zwischenmoduln,

Zwisdrenidealen.

Besonderes Interesse hat man am Untergruppenverband der Galoisgruppe einer galoisschen Ktirpererweiterung Lf K, denn er ist isomorph zum

dualen Zwischenktirperverban d, von L I K.

Literatur
. Rudolf Berghammer: Ordnungen, Verbdnde und Relationen mit Anwendungen. 2. Auflage. Springer+Vieweg, Wiesbaden 2012, ISBN 978-3-
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